Chapitre 6 : Relations

Définition 0.1. Une relation (binaire) sur un ensemble est une partie R de E x E
Etant donné x,y € E, on notera x R y si (x,y) est élément de R et x R u sinon.

1 Relation d’ordre

1.1 Généralités

Définition 1.1. Soit E un ensemble.

Une relation d’ordre sur E est une relation R :
x Réflexive:Vx € E,x R x
* Antisymétrique: Vx,y € E,(x Ryety Rx) = x =y
* Transitive:Vx,y,z € E,(x RyetyRz) = xRz

Définition 1.2. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
On dit que l'ordre < est total si Vx,y € E, (x S youy < x)

Définition 1.3. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
* Deux éléments x,y € E sont dits comparablessix < youy < x
* Une partie A C E est une chaine si deux éléments quelconques de A sont toujours comparables.

* Une partie A C E est une antichaine si deux éléments quelconques de A ne sont jamais comparables.

Définition 1.4. Soit (E, %) et (F, C) deux ensembles ordonnées.
Une application f : E — F est dite croissante si Vx1,x2 € E, x1 < xp2 = f(x1) C f(x2)

1.2 Eléments particuliers

Définition 1.5. Soit (E, <) un ensemble ordonné.

Soit A C E. On dit que :
* A est majorés’il existe M € EtelqueVa € A,ax M
* Aestminorés’ilexistem € EtelqueVac A, m<a

* A admet un maximum s’il existe M € AtelqueVa € A,a < M
* A admet un minimum s’il existe m € AtelqueVa € A, m < a

Proposition 1.6. Soit (E, <) un ensemble ordonné et A C E
S’il existe, le maximum (resp. le minimum de A) est unique.

On le note max(A) (resp. min(A)).

Définition 1.7. Soit (E, <) un ensemble ordonné et A C E
Un élément a € A est dit :
* Maximal, s’il n'y a pas d’élément de A qui lui est strictement supérieur, cad si
Vo e A,a<d = a=4a
* Minimal,siVa' € A,a' <a = d' =a

Proposition 1.8. Soit (E, <) un ensemble ordonné et A C E
Alors, si A admet un maximum, max(A) est 'unique élément maximal de A



2 Relation d’équivalence

2.1 Généralités

Définition 2.1. Une relation R sur E est une relation d’équivalence si elle est :
x Réflexive:Vx € E,x R x
* Symétrique:Vx,y € E,x Ry = yR«x
* Transitive:Vx,y,z € E,(x RyetyRz) = xRz

2.2 Classes d’équivalence

Définition 2.2. Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ et x € E

On définit la classe d’équivalence de x

(.=dlx)=x=d={ycE[x~y}

Définition 2.3. Soit E un ensemble.

Une famille (A;);c; de parties de E est une partition de E si :
x Viel,A; #Q@
* Les ensembles sont (2a 2) disjoints: Vi, j € [,i #] = A;NA; #O
* Les ensembles recouvrent E, cad iLeJI A;=E

Proposition 2.4. Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E

Les classes de ~ forment une partition de E

Lemme 2.5. Soit x,y € E tels que x ~ y
Alors [x] = [y]

2.3 Ensemble quotient

Définition 2.6. Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E
* On appelle ensemble quotient 'ensemble E/ ~ des classes d’équivalence de ~

. JESE/~ . - .
* L'application est appelée la surjection canonique.

X [x] L

Définition 2.7. Soit E un ensemble muni d'une relation d’équivalence. Soit f : E — F une application.
Notons 77 : E — E/ ~ la surjection canonique.
On dit que f passe (ou descend) au quotient si Vxq,x, € E, x1 ~ xp = f(x1) = f(x2)

Dans ce cas, il existe une unique application f : E/ ~— F telle que fo 7 = f



2.4 Deux quotients importants

"Construction" de Q a partir de N et Z
On munit 'ensemble Z x IN* de la relation ~ définie par :

V(dl, bl), (az,bz) € Z x N¥, (al,bl) ~ (az,bz) < aby = axby
On "définit" Q comme 'ensemble quotient Z x IN*/ ~
On définit alors 2 lois :
L (Z xIN*)/ ~ X(ZxIN*)/ ~— (Z xN*)/ ~
([(a1,01)]<, [(a2,b2)] L) = [(arb2 + az + by, bib2)]

) (Z XN/ ~x(ZxN")/ ~— (ZxN*)/ ~
([(a1, b1)] [(a2, b2)] L) = [(@ra2, b1ba)]

"Construction" de Z/nZ

Soit n € IN*

On sait que la congruence modulo 7 est une relation d’équivalence sur Z

On note [x], la classe d’équivalence de x par cette relation et Z/nZ 1’ensemble quotient.



